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Resumo

Este trabalho objetiva apresentar uma metodologia simples que envolve conceitos
bésicos das disciplinas de métodos numéricos e transferéncia de calor, podendo ser
utilizado como material de apoio no ensino da graduacao. O método das diferen-
qas finitas explicito é utilizado na resolugdo de um problema sujeito as condicoes
de contorno de segunda e de terceira espécies em regime transiente. Por se tratar
de um método numérico simples, envolve a participagao do estudante durante
todas as etapas de elaboracao da solugao. Como exemplo de aplicacao, gera-se o
campo de temperaturas para diferentes materiais, na situacao de equilibrio. Além
disso, utiliza-se uma expressao responsavel pelo incremento no passo temporal,
minimizando o ndimero de iteragoes necessdrias para a convergéncia. Os resultados
obtidos encontram-se em boa concordancia com os resultados gerados por um
software computacional amplamente utilizado no ensino de transferéncia de calor.

Palavras-chave: Equacao de difusdo do calor. Método das diferengas finitas expli-
cito. Informatica no ensino de transferéncia de calor.

Abstract

This paper aims to present a simple methodology that involves basic concepts of the
numerical methods and heat transfer subjects, which can be used as supplementary
school material on undergraduate teaching education. The explicit finite difference
method is used to solve a problem subject to boundary conditions of second and
third species in the transient regime. Because it is a simple numerical method, it in-
volves the student s participation during all stages of the solution development. As
an application example case, it generates the temperature field for different materials,
in equilibrium. In addition, it is used an expression responsible for the increase in the
time step to minimize the required number of iterations for convergence. The obtai-
ned results are in good agreement with the results generated by computer software
widely used in the teaching of heat transfer.

Key-words: Heat diffusion equation. Explicit finite differences method. Computing in
teaching heat transfer.
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1 Introducao

O fendbmeno da conducao transiente ocorre
em numerosas aplicagdes de engenharia, podendo
ser analisado, utilizando-se diferentes métodos. A
natureza do procedimento estd intimamente rela-
cionada as hipéteses feitas para o processo. Se, por
exemplo, gradientes de temperatura no interior do
s6lido podem ser desprezados, o método da capa-
citancia global pode ser usado para determinar a
variagdo da temperatura com o tempo.

Problemas transientes, envolvendo geo-
metrias e condigdes de contorno simples, costu-
mam ter solugao analitica conhecida disponivel
na forma de gréficos ou de equagdes, principal-
mente os casos unidimensionais. Algumas dessas
solugdes ainda sao possiveis para determinadas
geometrias  bidimensionais e tridimensionais
simples. Casos classicos sao facilmente encontra-
dos na literatura especializada, por exemplo, em
Incropera et al., (2008).

Contudo, em grande parte dos casos, a geo-
metria e/ou as condicdes de contorno inviabilizam
a possibilidade de aplicagao de técnicas analiticas
de resolucao. Torna-se necessario, entao, a utiliza-
gdo de métodos numéricos para prever a depen-
déncia com o tempo de temperaturas no interior
de sdlidos, assim como das taxas de transferéncia
de calor em seus contornos.

O presente trabalho tem como objetivo ob-
ter o campo de temperaturas na situagao de equi-
librio para um cilindro sujeito as condigoes de con-
torno convectiva (em parte da superficie externa e
cavidade interna) e de fluxo constante (em parte da
superficie externa). A solugdo numérica da equa-
¢do de difusdo do calor, em regime transiente, em
duas dimensoes, em coordenadas cilindricas, é re-
solvida utilizando-se o método das diferengas fini-
tas explicito. Essa metodologia é implementada em
um programa desenvolvido em linguagem Fortran.

Resolve-se, entdo, um problema tipico
de engenharia, utilizando um método numérico
simples amplamente conhecido através de uma
linguagem de programagdo acessivel. Ao invés
da utilizacdo de um software comercial, busca-se
construir a solugdo do problema desde sua formu-
lagdo matemadtica, construgao da malha, aplicagao
das condicoes inicial e de contorno até a solucao
das equagoes algébricas associadas. Finalizando,
utiliza-se uma relacao que atualiza o passo tempo-
ral, diminuindo o nimero de iteracbes necessarias
para a convergéncia, consequentemente, dimi-
nuindo o tempo computacional.

2 Conducao Transiente

Sob condigbes transientes, com proprieda-
des constantes e na auséncia de fonte interna, a
equacdo do calor bidimensional em coordenadas
cilindricas pode ser escrita como:
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na qual T é a temperatura, t é a variavel temporal, r
é a variavel espacial, ¢ é a variavel angular, e a é a
difusividade térmica, que é definida por
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na qual p é a massa especifica, c_é o calor espe-
cifico a pressao constante, e k é a condutividade
térmica (INCROPERA et al., 2008). Para se obter a
forma de diferengas finitas da equagao (1), usam-
-se as aproximagoes por diferenca central para as
derivadas radial e angular, lado direito da igualda-
de, e a aproximacao por diferenca adiantada para
a derivada em relagao ao tempo, lado esquerdo
da igualdade.

2.1 Método das diferencas finitas explicito: discre-
tizagao da equagao do calor

As aproximagoes de diferengas finitas po-
dem ser obtidas de varias formas, sendo as mais
comuns a expansao em série de Taylor e a inter-
polagao polinomial (FORTUNA, 2000). Neste tra-
balho, utiliza-se a primeira opgao. A equacao de
diferencas finitas adequada para os nés interiores
de um sistema bidimensional em coordenadas ci-
lindricas, figura 1, pode ser deduzida diretamente
da equagao (1). Assim, o valor do primeiro termo,
entre parénteses, a direita da igualdade pode ser
aproximado por:
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A derivada segunda, no caso da variavel ra-

dial, pode ser aproximada por
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Figura T — Esquema de numeragao dos nds
Fonte: Os autores, (2012).

e no caso da varidvel azimutal, pode ser aproxi-
mada por

62T'| ~ Tm,n+1 _2Tm,n + Tm,n—l (5)
op’l,, (ag)

1 Tpm+l,n _Tpmfl,n

Além de ser discretizado no espago, o pro-
blema também é discretizado no tempo. A apro-
ximagao em diferenca finita para a derivada em
relagdo ao tempo é dada por

or|  TI'+TY, y
Ot |0 At ©
na qual o indice sobrescrito p é usado para indicar
a dependéncia temporal da temperatura, associa-
da aos instantes de tempo novo (p+1) e anterior
(p). Assim, os cdlculos sao efetuados em instantes
de tempo sucessivos, separados por um intervalo

de tempo, ou passo, At.

Reescrevendo-se a equacdo (1) usando as
equagoes (3), (4), (5), determinadas em p, e (6)
tem-se a forma explicita da equagao de diferengas
finitas para o né interno (m, n), dada por

T/ =T +aht
e K r, (24r)

A equagdo (7) é dita explicita porque as tem-
peraturas nodais desconhecidas para o novo ins-
tante de tempo sdo determinadas exclusivamente
por temperaturas nodais conhecidas no instante de
tempo anterior.

Porém, em alguns casos, é desejavel desen-
volver as equagoes de diferengas finitas através do
método alternativo, denominado de método do
balanco de energia. Nesse método, a equagao
para um ponto nodal é obtida a partir da aplica-
cao da conservacao de energia no volume de con-
trole referente a regiao desse n6. Uma vez que a
direcao real do fluxo térmico é frequentemente
desconhecida, é conveniente formular o balanco
de energia supondo que todos os fluxos térmicos
estao dirigidos para dentro do ponto nodal. Embo-
ra tal condicao seja impossivel, se as equacoes de
taxa sdo representadas de forma consistente com
essa suposicao, obtém-se a equacdo de diferencas
finitas correta INCROPERA et al., 2008).

Levando-se em consideragdo mudancas na
energia térmica acumulada, uma forma geral da
equacao do balanco de energia pode ser represen-
tada por

Eent + Eg = Eacu (8)

naqual £,, é ataxa de transferéncia de energia
para dentro do volume de controle, E, € a taxa

Tpm+1,n _2Tpm,n +Tpm1,nJ ( 1 Tpm,n+1 —ZTpm,n +Tpm,n—1 ]:|(7)
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de geracdo de energia, e E, € ataxadeaumento
da energia armazenada no interior do volume de
controle. As equacoes em diferencas finitas associa-
das as condicdes de contorno, sao obtidas a partir
do método descrito acima, efetuando-se o balanco
de energia nos volumes de controle das fronteiras.
Para determinar com maior precisao as condicoes
térmicas proximas a superficie, atribui-se uma es-
pessura equivalente a metade da espessura das se-
goes seguintes, conforme indicado na figura 2.

No caso da transferéncia de calor por con-
vecgao de um fluido adjacente, figura 2(a), e gera-
cdo nula, explicitando-se a temperatura na super-
ficie interna do tubo, nés (7, n), em t + At, tem-se,
da equagao (8),
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(8)
na qual h,_ € o coeficiente de transferéncia de ca-
lor por conveccao do dleo e T, € a temperatura do
6leo. A mesma condigao de contorno é imposta para
dois tercos da superficie externa, nés (mm, n), figu-
ra 2(b). Assim, a temperatura em t + At é dada por
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na qual h. € o coeficiente de transferéncia de calor
por convecgao do ar e T é a temperatura do ar.
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Figura 2 — N6s das superficies interna e externa do cilindro (a, b)
sujeitos a convecgdo e a condugdo transiente e (c) sujeitos a um
fluxo conhecido e a conducao transiente
Fonte: Jenisch Rodrigues, (2011).

Por outro lado, um tergo da superficie ex-
terna estd sujeito a um fluxo de calor prescrito,
q”, conforme mostrado na figura 2(c). Nesse caso,
procedendo-se de maneira andloga, explicitando-
-se a temperatura, nos nés externos sujeitos a essa
condicao (mm, n), emt + At, chega-se a

po 2t A4 Xy

mn _Tmp n) +T’: i
’ Ar pc, Ar ’ ;

)
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na qual g”” é o fluxo de calor conhecido.

Como condicao inicial, assume-se que a
temperatura na superficie interna do cilindro pos-
sui mesmo valor que a temperatura do 6leo. Para
a superficie externa, procede-se da mesma forma,
de maneira que a temperatura da superficie exter-
na do cilindro possui mesmo valor que a tempera-
tura do ar. Os pontos internos assumem a média
dessas temperaturas.

Nesse momento, fica evidente uma das ca-
racteristicas do método das diferengas finitas: suas
equacdes algébricas sao “desprovidas” da fisica do
problema. Assim, para a correta solugao do problema
€ necessdrio o conhecimento dos fendmenos fisicos
presentes nas fronteiras do sistema e seu devido equa-
cionamento em termos das equagdes de diferencas
finitas. Isso ndo ocorre com o método dos volumes
finitos, que expressa a fisica do problema por meio de
relagdes entre os fluxos que cruzam as fronteiras dos
volumes de controle (MALISKA, 2004).

Além disso, o método explicito tem uma ca-
racteristica indesejével: ndo é incondicionalmente
estavel (INCROPERA et al., 2008). Consequente-
mente, a solucdo pode ser acompanhada de os-
cilagbes induzidas numericamente, que podem
se tornar instaveis, fazendo a solucao divergir das
condigbes reais do regime estaciondrio. Visando
evitar esses resultados erréneos, o valor especi-

ficado para At deve ser mantido abaixo de certo
limite que depende de parametros do sistema. Via
de regra, esse limite aumenta significativamente o
tempo computacional e o niimero de iteragoes.
Sabe-se, também que, a medida que se avanga no
tempo, a diferenca relativa entre o valor anterior
e o valor atual de uma variavel tende a diminuir.
Essa diferenca é cada vez menor com o aumento
do tempo. Desta forma, respeitando-se o critério
de estabilidade, é possivel acelerar o processo de
célculo, aumentando-se o At a cada iteracao.

Com o objetivo de garantir o nimero de
digitos significativos exatos na obtencao de esti-
mativas para o valor das temperaturas, escolhe-se
um valor de referéncia que é dado por

V,=AC (12)

na qual C é o valor do critério de convergéncia. O
aumento na variavel At s6 € implementado, a partir
do momento em que a diferenca relativa entre o va-
lor da temperatura anterior e o valor da temperatura
atual, para um determinado ponto, € menor que o
valor de referéncia. Quando essa condicio é satisfei-
ta, utiliza-se a seguinte expressao para realizar o in-
cremento temporal (JENISCH RODRIGUES, 2011)

At = Aty exp(® +/Ct) (13)

na qual At, é o passo de tempo inicial, e t é a
variavel temporal.

3 Metodologia

O tubo esta submetido as condigoes de con-
torno explicitadas na figura 3(a), com os respectivos
valores das propriedades envolvidas. Submete-se
um tergo da superficie externa do cilindro ao flu-
xo de calor constante, e o restante submete-se a
transferéncia de calor por convecgao natural. Pela
cavidade interior do tubo flui 6leo quente (com as
propriedades definidas, também, na figura 3(a)). As
dimensbes sao especificadas na figura 3(b).

Convecgao Natural
T,=30°C
h,=50 Wm?K'
Oleo
Convecgao
Tu,=300°C
h,..= 500 W m? K|

///, ST Ta—
ZHTTN
(a) (b)

Figura 3 — (a) Condigdes de contorno e (b) dimensoes do modelo fisico
Fonte: Jenisch Rodrigues, (2011).

Fluxo de Calor

oriundo do concentrador
parabdlico

q" = 16000 W m*
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Sao analisados 10 pontos no sentido radial e
41 pontos no sentido azimutal. Em destaque, figu-
ra 4, encontra-se o no, posicao 2, onde a evolugao
da solugdo é avaliada até atingir a condigao de regj-
me estacionario. O valor obtido para a temperatura
dessa posicao, juntamente com o valor da posigao
1, na condicao de equilibrio, sdo utilizados para a
comparagdo entre os resultados na segao seguinte.
Além disso, assume-se, por simplicidade e para fins
de comparagao entre resultados, que o cilindro é
composto por um Gnico material e desprezam-se
os efeitos da radiagao. As propriedades termofisicas
dos materiais selecionados para a andlise assumem
os valores dispostos no quadro 1.

Quadro 1 — Propriedades termo fisicas dos materiais

Material  p[kgm?]  k[W m" K] c, U kg K]
Vidro 145 0,8 1000
Aco AlSI
1010 7832 63,9 434
Fonte: Incropera et al., (2008).

0,04 +

0,00 42- B janaiill 1
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Figura 4 — Posicoes utilizadas na comparagao dos resultados
Fonte: Os autores, (2012).

4 Resultados

O algoritmo elaborado é compilado através
do software Fortran, versio Compaq Visual Fortran
6.6, utilizando-se um computador pessoal com
processador AMD Phenon 9550 Quad-Core (2,21
GHz) com 3,5 GB de meméria RAM e sistema ope-
racional Microsoft Windows XP SP3. Os campos de
temperatura, gerados através desse algoritmo, foram
obtidos, usando-se o software TecPlot, e os campos
de temperatura para comparagdo foram obtidos
através do software Transcal (MALISKA, 2011).

O campo de temperaturas obtido para o vi-
dro é apresentado na figura 5. Embora o nimero
de isotermas, usado na simulacao com o software

Transcal seja maior, 20, do que o nimero utiliza-
do no Tecplot, 11, pode-se observar que o campo
obtido, a partir dos dados gerados pelo algoritmo
deste trabalho, figura 5(b), encontra-se em boa
concordancia com o campo obtido, utilizando-se

o software Transcal, figura 5(a).
684 °C
551°C
418°C > 0
284°C
151°C

oo
(a) (b)

Figura 5 — Campos de temperaturas obtidos para o vidro através do
software (a) Transcal e do (b) algoritmo desenvolvido em Fortran
Fonte: Os autores, (2012).

Escala de Temperatura

O mesmo comportamento do algoritmo
proposto é observado, quando se utiliza material
com alta condutividade, como o ago. Na figura 6,
observa-se que o gradiente de temperaturas ndo
é tao expressivo como o gradiente do caso ante-
rior (vidro). Essa diferenca nos gradientes ja era
esperada, uma vez que os materiais em questao
possuem condutividades térmicas distintas. Cabe
salientar que a condutividade térmica é classificada
como uma propriedade de transporte, fornecendo
uma indicacao da taxa na qual a energia é transfe-
rida pelo processo de difusao (INCROPERA et al.,
2008). Essa propriedade, associada a condugao em
uma determinada diregao, é definida a partir da lei
de Fourier. Entretanto, para um material isotrépico,
COMoO Nos casos em questao, a condutividade tér-
mica é independente da diregdo. Assim, para um
dado gradiente de temperatura, o fluxo térmico
por condugdo aumenta com o aumento da con-
dutividade térmica.

Escala de Temperatura

307°C 002
272°C
236°C s
201°C

165°C

004 L 1 L L
004 002 0 002 0.04

Figura 6 — Campos de temperaturas obtidos para o aco através do
software (a) Transcal e do (b) algoritmo desenvolvido em Fortran

Fonte: Os autores, (2012).

Portanto, utilizando os resultados apre-
sentados nas figuras 5 e 6, a questao fisica envol-
vida na modelagem da equacao do calor pode
ser facilmente explicada e compreendida pelo
estudante, uma vez que a comparagao entre as
mesmas evidencia a diferenca entre os campos
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de temperaturas e, consequentemente, sua de-
pendéncia com a condutividade dos materiais.

E importante ressaltar que a metodologia
proposta permite testar outras situacoes, ou ce-
ndrios, para a mesma configuracdo. Para tanto,
basta variar os parametros fisicos caracteristicos do
problema de maneira a visualizar a influéncia dos
mesmos na resposta. Além disso, com a inser¢ao
de poucas linhas de comando é possivel analisar
a evolugao do perfil de temperaturas para um ou
mais pontos, além da variacao da taxa de transfe-
réncia de calor ao longo do tempo.

No quadro 2, tem-se a comparagao entre os
valores obtidos para as temperaturas nas posigoes
1 e 2, para o vidro e para o0 ago. Conforme pode
se observar, a diferenca relativa maxima entre os
valores foi de 2,58%, no caso do vidro, para a posi-
cao 1. Ja a diferenca relativa minima foi de 0,61%,
no caso do ago, para a posigao 2. Essas pequenas
diferencas relativas obtidas na comparagao entre os
métodos evidenciam a eficiéncia da metodologia
proposta neste trabalho.

Quadro 2 - Valores das temperaturas nas posigoes 1 e 2

Fortran Transcal
T\/I DRO TA(;O TVI DRO TA(;O
[°Cl [°C [°Cl] [°Cl
Posicio1 147,36 27557 151,26 278,59
Posicao2 694,83 309,30 684,14 307,42

Fonte: Os autores, (2012).

Com relagao ao passo temporal, em ambos
0s casos, parte-se de um valor inicial, At = 0,001 se-
gundos. Devido ao método escolhido, o méximo va-
lor que o passo inicial pode assumir, At,, € 0,150 se-
gundos no caso do vidro e 0,005 segundos no caso
do aco. Caso contrério, observam-se as flutuacoes
nos resultados e, consequentemente, o overflow.

De acordo com os valores apresentados no
quadro 3, percebe-se que para um critério de con-
vergéncia igual a 10%, tem-se uma diminuigao no
ndmero de iteragdes proporcional a 12,9%, o que
acarreta em menos 23.170 iteragbes. A medida que
o critério de convergéncia é mais restritivo, a diferen-
ca entre as iteracbes, com e sem correcao, diminui.

Quadro 3 — Ndmero de iteragdes necessarias para
a convergéncia, no caso do vidro

Niamero de Iteracoes

Critério de
Co A com At A
nvergénca com A\, conigido ragoes
108 180166 156996 23170
107 230680 204970 25710
10 281193 255812 25381

Fonte: Os autores, (2012).

No caso do aco, essa diferenca é bem mais
significativa (quadro 4), chegando a 40,5%. O mes-
mo fenébmeno ocorre aqui, isto €, a medida que o
critério de convergéncia é mais restritivo, a diferen-
ca entre as iteragoes, com e sem correcao, diminui.

Quadro 4 — Nimero de iteragdes necessdrias para
a convergéncia, no caso do ago

Ndmero de Iteracoes

Critério de

Convergéncia com At ggm iotlo iteragoes
10°® 711793 4235364 288429
107 989242 609961 379281
10 1266808 842808 424000

Fonte: Os autores, (2012).
5 Conclusdes e perspectivas

A partir da andlise dos resultados é possivel
constatar que o objetivo do presente trabalho foi al-
cangado. Os campos de temperaturas obtidos mos-
tram satisfatdria concordancia, quando comparados
aos resultados gerados pelo software Transcal. Além
disso, foi possivel a reducdo do niimero de itera-
goes e, consequentemente, a diminuigao do tempo
computacional necessario para a convergéncia. To-
davia, devido ao método numérico escolhido, existe
um limite méximo para o passo temporal que deve
ser respeitado, o que limitou uma diminuicdo ainda
maior no nimero de iteragoes.

O cddigo computacional proposto, escrito
em Fortran, permite inserir outras linhas de coman-
do, visando a ampliacdo da aplicagdo do algoritmo.
Desta forma, essa metodologia pode ser aplicada
a qualquer material, bastando apenas modificar os
dados de entrada do problema. Permite, também, a
andlise de fendmenos fisicos de interesse do ensino
de transferéncia de calor, a partir da utilizagdo de um
método numérico relativamente simples e de baixo
custo computacional.

Portanto, esta proposta pode ser utilizada
como ferramenta didatica auxiliar, tanto em dis-
ciplinas de transferéncia de calor como em disci-
plinas de métodos numéricos. Finalmente, como
sugestao para trabalhos futuros, propoe-se a andlise
do efeito da condutividade térmica variavel com a
temperatura e a andlise da taxa de transferéncia de
calor ao longo do tempo.
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